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RESUMEN

Este aticulo presenta un método para desenvalver a hipercubo
4D y formar la auz tridimensional que rresponce d
hiperaplanamiento de su frontera. También se presenta una
metoddogia para visudizar tal procedimiento. Entre las
transformadones a nsiderar se incluyen rotadones alrededor
de planos (propias del espado 4D). Finamente se describiran
algures generalizadones referentes a desenvolvimiento de un
hipercubo ndimensional.

Palabras Claves. Modelado 4D, Animadon 4D, Geometria
Computadonal, Interrogadones y Razonamiento Geométrico.

1.INTRODUCCION

Coxeter [5], Rucker [12], Kaku [9], Robbin [1Q] y
Banchoff [2] inician sus introducdones al estudio del espado
4D aplicando tres métodos de visualizaddn sobre d hipercuba
observadén ce sus mbras (proyeccién), sus intersecdones
conel espado 3D y através de sus "unravelings'.

Examinar las sombras de un pditopoconsiste en que si es
posible hace dibujos de solidos 3D cuando éstos n
proyedados hre un gano, entonces es posible hace dibujos o
modelos tridimensionales de los pdlitopos 4D cuando éstos n
proyedados bre un hperplano[5].
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Figura 1. Proyecdon ce un cubosobre un dano.

En €l primer caso, y siguiendo la analogia presentada en
"Flatland" [1] si unser 3D quiere mostrar un cuboa un ser 2D
(un “flatlander”), entonces el primero debera proyedar la
sombra del cuerpo sobre d plano en € que € flatlander habita.
En este ca0, la figura proyedada podia ser, pa gemplo, un
cuadrado dentro de otro cuadrado (figura 1) llamada proyecdon
central.

Para d caso en que un ser 4D quisiera mostrarnos un hi-
percubo, él debe proyedar la sombra de éte sobre d espado
3D en gue vivimos. El cuerpo proyedado podia ser un cubo
dentro de otro cubo [9] (figura 2) también llamada proyecdon
central. Sabemos que un cubo poyedado sobre un danoes lo
una representadén aproximada. Andlogamente, € hipercubo
proyedado sobre el espado 3D es también ura representadon
aproximada del red.

Figura 2. Proyecadn ce un hpercuboen € espado 3D.

El método e los "unravelings' consiste en que si un cubo
puede ser desenvuelto en ura @uz bidimensional compuesta por
las ®is caras que forman su frontera (figura 3) entonces, y en
forma andloga, un hipercubo plede ser también desenvuelto en
una auz tridimensional compuesta por los ocho cubcs que
forman su frontera [9]. C. H. Hinton nanbré a eta aquz
tridimensional teseracto (figura 4).

o

Figura 3. Desenvalvimiento de un cubo.

Figura 4. El hipercubo desenvuelto (teseraco).

Un flatlander visualizard la quz bidimensional pero no
tendrd la cgaddad para ensamblarla nuevamente en un cubo
(aln cuando contase @n las instrucciones espedficas), debido a

! Todeas |as referencias consultadas utili zan e verboinglés "unravel” paraindicar la acién de hace coincidir los volimenes (o las caras) de
un hpercubo D (o uncubo) con un hiperplano (0 un pano). Los términaos en castellano uili zados en este aticulo para hace referencia a
tal acdon serén desenvolver o hiperaplanar (4D). También e término "unravelings' debera entenderse @mo el conjunto de volUmenes (o
caas) de un hipercubo (o uncubo) alos que yafue glicadala actdn ce desenvalvimiento.



que e necesaria la trasladén de sus caras correspondentes en
direcddn e la tercera dimension y la rotadon arededor de un
ge (transformadones fisicamente impasibles en e espado 2D).
Pero duante d proceso de ensamblado, € flatlander si poda
visudlizar la proyecddn ce las caras del cubo sobre d espado
2D en ge habita.

Por analogia, nosotros podemos visudizar la aquz
tridimensional pero notendremos la cgaddad para ensamblarla
nuevamente en un hpercubo, cbido a que & necesaria la
trasladon de sus cubcs frontera en drecddon ce la aarta
dimensién ylarotadén arededor de un dano (transformadones
fisicamente impasibles en el espado 3D).

El andlisis del hipercubo 4D es también interesante debido
aque puede ser redizado wsandoel reairso dela analogia on el
cubo y las visualizadones descritas antes. Hilbert [7] ha
determinado qie un hipercubo esta formado dedséis vértices,
veinticuatro caas y par ocho cubas (que también son llamadas
cddas 0 vdumenes). Coxeter [4] también agrega que cala caa
es compartida por dos cubos que no se encuentran en € mismo
espado tridimensional dado que forman un anguo redo a
través de una rotadon arededor del plano ce sopate de la caa
compartida. Estas propiedades pueden ser claramente visibles a
través de la proyecddn del hipercubo popuesta por Claude
Bragdon (figura 5) (véase [11] para un andisis bre la
obtencion e esta proyecdén).
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Figura5. El hipercubocon groyecdén ce Bragdon.

2.PROBLEMA

Kaku [9] y Banchoff [2] describen con cetalle ¢ modelo
de representadén el hipercuboatravés de sus "unravellings' y
mencionan la incgpaddad fisica de un ser 3D para ewvalverlo
nuevamente debido a las transformadones que se requieren.
Kaku [9] y Banchoff [2] también describen que s
presenciaramos €l proceso de ewvavimiento, siete de los ocho
cubacs que forman la auz desaparecaian repentinamente debido
aque ya se han movido hadala aiarta dimension. Sin embargo
no popacionan ura metoddogia que indique las
transformadones y sus pardmetros necesarios para geautar tal
procedimiento. A pesar de dicha incgpaddad nuwestra, lo que si
podemos es visuadlizar una proyecdon ce los cubcs de la
frontera del hipercubo en nuestro espado 3D durante su
desenvolvimiento y ensamblado.

Este aticulo presenta un método para desenvalver a
hipercubo y formar la auz tridimensional (teserado) que
corresponce d hiperaplanamiento de su frontera (figura 6). El
envalver e hipercubo implicara glicar € método e manera
inversa. Las transformadones a glica incluyen rotadones
arededor de planos. Dicho poceso poda ser visudizado a
través de un sistema de animadon pa computadora.

3.METODOL OGIA PARA DESENVOLVER UN
HIPERCUBO
En primer lugar habrén de tomarse las sguientes
consideradones afin de hace mésfadl el proceso:
e Laposicion cel hipercuboen el espado 4D.
e Selecdonar un hiperplano (subespado 3D inmerso en €
hiperespado) hada d que los volimenes sran drigidos.

e Establece anguos de giro que garanticen que todos los
volimenes quedardn completamente inmersos en €
hiperplano selecdonado.

e Durante su movimiento hada @ hiperplano selecdonado,
todos los volumenes deberdn mantener una reladon e

adyacenciade caa wn dro vdumen.
Y
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Figura 6. El paso del hipercuboal teserado.

Lapaosicion cdl hipercuboen el espado 4D es esencial ya
gue de dla dependerén los planos de rotadén alrededor de los
cuales deberan grar los volumenes para ser posicionados bre
un hperplano. Por lo tanto se determinara que uno ¢ los
vértices del hipercubo coincida n €l origen, que seis de sus
caras coincidan cada una @naguno e los planos XY, YZ, ZX,
XW, YW y ZW y que todas las coordenadas ®an pdsitivas
(véase en [2] lametoddogia para obtener las coordenadas de los
vértices del hipercubo). Las coordenadas a usar se presentan en
latabla 1 (cadavértice es numerado arbitrariamente).

Vértice | X Y| Z | W
0 0 0 0 0
1 1 0 0 0
2 0 1 0 0
3 1 1 0 0
4 0 0 1 0
5 1 0 1 0
6 0 1 1 0
7 1 1 1 0
8 0 0 0 1
9 1 0 0 1

10 0 1 0 1
11 1 1 0 1
12 0 0 1 1
13 1 0 1 1
14 0 1 1 1
15 1 1 1 1

Tabla 1. Las coordenadas del hipercuboadesenvalver.

Asi como la paosicién del hipercuboen el espado 4D tiene
relad6n con los planos de rotaddn a utili zar, también la tendrd
el hiperplano selecdonado sobre d que los volumenes
finalmente seran pasicionados. Si se observan las coordenadas
de los vértices del hipercubo, se encontrara que ocho ce dlas
presentan W=0, esto se traduce e que uno ck los volimenes del
hipercubo (el formado pa los vértices 0-1-2-3-4-5-6-7) tiene
por hiperplano e sopate a W=. Selecdonar e hiperplano
W=0 es conveniente ya que uno e los voliumenes ya esta
"naturamente inmerso" en e espado 3D y po lo tanto no
requerira transformadones posteriores.



Volumen

Etigueta y Vértices

Y

N /

N

Volumen A
(0-1-2-3-4-5-6-7)

Volumen B
(0-1-2-3-8-9-10-11)

Volumen C
(0-2-4-6-8-10-12-14)

Volumen D
(0-1-4-5-8-9-12-13)

Volumen E
(8-9-10-11-12-13-14-15)

Volumen F
(4-5-6-7-12-13-14-15)

Volumen G
(1-3-5-7-9-11-13-15)

Volumen H
(2-3-6-7-10-11-14-15)

Tabla2. Los ocho vdUmenes del hipercubo.

Ahora también es conveniente identificar los volUmenes
gue forman al hipercubo a través de sus vértices y asignarles
una diqueta para futuras referencias. Hasta @hora ya se tiene un
volumen identificado, el formado pa los vértices 0-1-2-3-4-5-6-
7 y serallamado vdumen A. Véase latabla 2.

Dado qie @ volumen A ya habia sido descrito como
"naturalmente inmerso" en el espado 3D y por consiguiente no
requerira de transformadones, es por lo tanto e volumen que
ocupard la posicién central de la "cruz" y sera llamado en lo
sucesivo €l "volumen central".

Volumen adyacente (previo | Posicion en el espacio 3Dy
alarotacion), panoy en el teseracto despuésdela

angulo derotacion rotacion
Y 7 \ Y z
w /
AN
{ :
X
\
B, XY, 90° Enfrente (-2)
z Y /z
W
\( N\
C, YZ -90° Izquierda (-X)
Y z Y z
W \
AN
X
X
'
D, ZX, 90° Abajo (-Y)
Y z Y z

12

F, XY, -90° Atrés (+2)
Y /Z Y /z
\/( 7
.
X X
G, YZ -90° Derecha (+X)
/_\‘ z Y /z
W\ N
H, ZX, -90° Arriba (+Y)

Tabla 3. Transformadones apli cadas a los volumenes
adyacentes.



De los volimenes restantes, aquell os que mantengan ad-
yacecia de caa on €l volumen central podran ser rotados con
fadlidad hada nuestro espado 3D debido a que su pano ce ro-
tadon es claramente identificable. Estos volumenes rotarén are-
dedor del plano e sopate de la caa que compartan con €
volumen central y seran llamados "volUmenes adyacentes’, es
dedr, los volumenes B, C, D, F, Gy H. El volumen restante, E,
sera llamado "volumen satélite” y se tratara en lo sucesivo.

Todos los volumenes adyacentes giraran anguos redos,
asl se garantiza que su coordenada W seaigua a ceo. Sin em-
bargo, es importante tener en cuenta su drecdén ck giro yaque
de lo contrario los volumenes podrian ura vez rotados coincidir
con el volumen central. Los planos de rotad6n y la direcdon
para cala volumen adyacente son presentados en la tabla 3 (en
las iméagenes = incluye también a volumen central solo para
referenciar lapaosicioninicia y final del volumen considerado).

En este purto ya tenemos a 7 de los 8 vdumenes del
hipercubo colocados en su pasicion fina (los volumenes A, B,
C, D, F, Gy H). El volumen que ha de presentar la serie de
transformadones mas complgla & €l E, esto se debe alas
siguientes dos particularidades:

e Su hiperplano ce sopate & paralelo a del volumen central,
por lo tanto no existe ningUntipo ce alyacecia an éste (de
ahi que no fue designado como vaumen adyacente).

e De las paosiciones por ocupar en la "cruz" adn fata ajuella
gue arresponde d volumen mas algjado del volumen central
(en la parte inferior, segun la figura 4). El volumen que
ocupara esta posicion sera d E, es por esta razon pa la que
fue llamado con anterioridad vdumen satélite.

Posicion actual Transformacion

Y z

/

W
Rotacion e los voli-
menes D y satélite dre-

( [ dedor del plano ZX (909).
X

Volumen D en s
posicion fina. Rotadon
AN del volumen satélite 90°
drededor de la caa
/ compartida @n € volu-
men D (plano paralelo a
ZX).

Volumen satélite en su
posicién  final  (parte
inferior de la aquz sobre
e ge-Y).

-W

-Y

Tabla 4. Transformadones asociadas al volumen satélite
(volumen E).

Al inicio de este aticulo se mencionala necesidad de que
los volimenes durante su movimiento hada € hiperplano
selecdonado deberédn mantener una reladon e ayacencia de
cara on dro vdumen. Los volimenes B, C, D, F, Gy H son
los s que omparten ura caa @n e volumen central (el cual
se mantiene estatico durante todo €l proceso). Para determinar

las transformadones que se glicadn a volumen satélite, es
necesario determinar con qé volumen compartird una caa. El
volumen central ya se encuentra descartado, y & los restantes
cualquiera puede ser selecdonado. En este aticulo, € volumen
D sera selecdaonado como aquel con € que d volumen satélite
compartirduna caadurante d hiperaplanamiento.

Para d volumen D ya se habia determinado su plano ce
rotadon y la direcdon correspondentes (plano ZX, 909 que lo
llevaran a su pasicion final. El volumen satélite iniciamente
tendrd también estos pardmetros de movimiento. Esta & una
forma de asegurar que ambos volUmenes compartan la caa
correspondente.

Cuandoel volumen D hafinalizado sus movimientosy ha
quedado en su pasicion fina, € hiperplano e sopate del
volumen satélite sera perpendicular a hiperplano selecdonado
y la caa mmpartida sera paralela d plano ZX. El movimiento
adicional que deberd glicarse d volumen satélite serd un gro
de 90° arededor del plano representado pa la caa mompartida.

La serie de movimientos a geautar sobre @ volumen
satélite se resumen en la tabla 4 (los volimenes central y D se
muestran también).

Ahora han sido determinadas las transformadones con las
que d hipercubo sera desenvuelto. Para envalverlo sdlo habra
gque alicar e proceso presentado e manera inversa
(considerando qie ladirecdén e los &nguos a ontraria ala
usada para desenvolver).

4. IMPLEMENTACION
Rotacionesen e Espacio 4D

Banks [3] y Hollasch [8] han identificado qie si en el es-
pado 2D unarotaddn es dada drededor de un purto y en el es-
pado 3D es dada drededor de una lineg entonces en el espado
4D, de manera andloga, debera darse drededor de un dano.

Hollasch [8] considera que las rotadones en el espado 3D
deben ser consideradas como rotadones paralelasaun dano 2D
en lugar de rotadones alrededor de un gje. Hollasch [8] apoya
esta idea @nsiderando que dado un gigen de rotad6n y un
purto destino en el espado 3D, € conjunto de todcs los purtos
rotados para una matriz de rotad6n dada @inciden en unsolo
plano, el cua esllamado el plano cerotaddn. Ademas, €l ge de
rotadén en e espado 3D coincide on e vedor normal del
plano c rotaddn. El concepto de plano ce rotadén es
consistente @n € espado 2D debido a que todcs los purtos
rotados coinciden en € mismo y Gnico plano. Finamente,
usando las ideas anteriores, Hollasch [8] construye las wis
matrices de rotadon 4D basicas arededor de los planos
principales en el espado 4D (losplanos XY, YZ, XZ, XW, YW
y ZW) basado en el hecho e que solo dos coordenadas cambian
para una rotadén dada (las coordenadas cambiantes correspon
den al plano cerotadon).

Usando estas ideas, Duffin [6] generaliza & concepto de
rotadén en unespado nD (N> 2) como larotadén de un ge
Xa en drecaén hada un gje Xb. El plano descrito pa los gjes
Xay Xb eslo gque Holl asch [8] definié como plano e rotadén.
Duffin [6] presentala siguiente matriz general de rotadon:
r,=1 i=zai=b
I, = COSH
Iy, = COSY
r, =—sing
lo =SNG
r,=0 elsewhere

Rab(a) =5

La matriz R, (8) esuna matriz identidad excepto en las
intersecdones de las columnas ay b con los renglones ay b.



Debido a que en e espado nD existen C(n,2 planos
principales, este nimero indica predsamente la caitidad de
rotadones principales (y bésicas) paratal espado.

A partir de estos conceptos, se debe mnsiderar que una
rotadon puede ser referenciada usando de notadones: usando
los gjes que describen el plano derotadédn o wsandolos gjes que
describen el subespado (n-2)D que se encuentra fijo durante la
rotadon. En este documento las rotadones en el espado 4D han
sido referenciadas usandola segunda notaaén.

Proyecciones 4D-3D-2D

Banks [3] establece que las mismas témicas utili zadas
para la proyecadn ce objetos 3D sobre planos 2D pueden ser
aplicadas para la proyecdon ce pditopas 4D sobre hiperplanos
3D (nuestro espado 3D por giemplo). Entonces  tendra que
una proyecaén paralela 4D-3D (o bien, la diminadén ce la
coordenada W de los purtos del pdlitopo) esta dada por:

Px, v, z WP(Xx vy, 2

Una proyecdon perspediva 4D-3D se define aando el

centro de proyecadn se encuentra sobre d gie W auna distancia

pw del origen. Si el hiperplano ce proyecddn es W = 0 entonces
setendrd que un purio P serd proyedado como:

Px y, z W)HP'(X"OW, y-pv Z'pwj
pW—w'  pW—w  pw—w

Debido a que una proyecd6n 4D-3D prodicird un
volumen como la "sombra' de un pditopo 4, Hollasch [8]
considera vdlido pocesar tal volumen con aguma de las
proyecdones 3D-2D (paralela o perspediva) para ser
finalmente proyedado en ure pantalla de omputadora. De esta
manera, se tendran cuatro pasibles proyecdones 4D-3D-2D:
® Proyecdon Perspediva4D-3D - Proyecdon Perspediva 3D-2D.
e Proyecddn Perspediva 4D-3D - Proyecaon Paralela 3D-2D.
e Proyecddn Paralela4D-3D - Proyecddn Perspediva 3D-2D.
e Proyecddn Paralela4D-3D - Proyecdén Paralela 3D-2D.

Por giemplo, e hipercubo pesentado en la Figura 1 tiene apli-
cadas las proyecdones perspediva4D-3D y perspediva 3D-2D.

5. RESULTADOS

En la Tabla 5 se presentan algures fases de la seauencia
del desenvalvimiento del hipercubo. En las imégenes 1 a 6 las
rotadones aplicadas ©n+0°, £15°,+30°, +45°,+60° y+75° (el
sentido ¢k la rotaddn depende del volumen adyacente). En la
imagen 7, la rotaddn aplicada e +82° el volumen satélite se
apreda wmo un pano -un efedo prodwcido pa la proyecdon
4D-3D aqui selecdonada. En laimagen 8, la rotadén aplicada
es +90°% los volimenes adyacentes finalizan sus movimientos.
En las imagenes 9 a 14, & volumen satélite se mueve indepen-
dientemente y las rotadones aplicadas respedivamente son
+15°,+30°, +45°,+60°, +75° y+90°.

————
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Tabla 5. Desenvalviendoa Hipercubo 4 (véese d texto paralos detall es).



Actuamente, e resultado olienido en esta investigadon
es usado eficaanente cmo material didadico en la Universidad
delas Américas - Puebla, México.

6. TRABAJO FUTURO
Observando los unravelings para un cuadrado (un cubo
2D), e cubo yel hipercubo 4; podemos generalizar a hiper-
teseracto n-dimensional (n>1) como €l resultado del desenval-
vimiento de un hpercubo (n+1)-dimensional con las sguientes
propiedades:
e El hipercubo (n+l)-dimensional tendra 2(n+l) cddas
n-dimensionales obre su frontera
e Una cdda central permanecead estéticadurante € proceso de
desenvolvimiento / envolvimiento.

e 2(n+1)-2 cddas ®ran adyacentes ala ceda central. Todas las
cddas compartiran ura céda (n-1)-dimensional con la céda
central.

¢ Una cdda satélite no sera alyacente ala ceéda central debido
a que sus hiperplancs de sopate son peralelos. Esta sera al-
yacente a wiaquiera de las cddas adyacentes (compartira una
cdda (n-1)-dimensional conla cedda alyacente selecdonada).

e Todas las cddas adyacentes y satélite durante d proceso de
desenvalvimiento / envalvimiento rotaran +90° alrededor del
hiperplano & sopate de las cddas (n-1)-dimensionales
compartidas.

Por ejemplo, e hiper-teserado 4D es e resultado dd
desenvalvimiento de un hpercubo . El hiper-teserado 4D
estara ompuesto par 10 hper-volimenes, uno & dlos %ra d
hiper-volumen central (estético), ocho seréan adyaceites al
hiper-volumen central (comparten unvolumen) y €l Gltimo sera
el hiper-volumen satélite (éste mmparte un vdumen con
cualquiera de los volimenes adyacentes). Véase la Figura 7.
Los hiper-volumenes adyacentes y satélite rotaran alrededor de
un vdumen o un liperplano duante d proceso de desenvolvi-
miento / envalvimiento.
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Figura7. Las posibles reladones de adyacencia entre d hiper-
volumen central y los hiper-volimenes adyacentes y satélite que
formaran a hiper-teseracto 4D.

En este trabgjo se ha propuesto un méodo pra €
desenvalvimiento del hipercubo 4 y obtencion e teserado.
También se ha propuesto ura generalizaddn para describir las
propiedades del hiper-teserado n-dimensional, €l resultado el
desenvalvimiento de un hpercubo (n+1)-dimensiona. En €
espado 5D las rotadones tienen lugar alrededor de un vdumen,
mientras que e € espado 6D tienen lugar alrededor de un
hiper-volumen y asi sucesvamente. Esta e una de las
direcdones a seguir en nuestrainvestigadon afin de obtener los
parametros necesarios para llevar a dedo € desenvolvimiento
del hipercubo . Ademas, atradirecdon a seguir tiene reladén
con las rotadones arededor de planos arbitrarios en el espado
4D (analogamente alas rotadones arededor de ges arbitrarios
en el espado 3D). Al definir los procedimientos necesarios para
la rotadén drededor de planos arhitrarios, la posicion el
hipercubo,en el espado 4D, puede no ser relevante.
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