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1 Todas las referencias consultadas utili zan el verbo inglés "unravel" para indicar la acción de hacer coincidir los volúmenes (o las caras) de 
un hipercubo 4D (o un cubo) con un hiperplano (o un plano). Los términos en castellano utili zados en este artículo para hacer referencia a 
tal acción serán desenvolver o hiperaplanar (4D). También el término "unravelings" deberá entenderse como el conjunto de volúmenes (o 
caras) de un hipercubo (o un cubo) a los que ya fue aplicada la acción de desenvolvimiento. 

RESUMEN 
Este artículo presenta un método para desenvolver al hipercubo 
4D y formar la cruz tridimensional que corresponde al 
hiperaplanamiento de su frontera. También se presenta una 
metodología para visualizar tal procedimiento. Entre las 
transformaciones a considerar se incluyen rotaciones alrededor 
de planos (propias del espacio 4D). Finalmente se describirán 
algunas generalizaciones referentes al desenvolvimiento de un 
hipercubo n-dimensional.  
 

Palabras Claves: Modelado 4D, Animación 4D, Geometría 
Computacional, Interrogaciones y Razonamiento Geométrico. 
 

1. INTRODUCCIÓN 
Coxeter [5], Rucker [12], Kaku [9], Robbin [10] y 

Banchoff [ 2] inician sus introducciones al estudio del espacio 
4D aplicando tres métodos de visualización sobre el hipercubo: 
observación de sus sombras (proyección), sus intersecciones 
con el espacio 3D y a través de sus "unravelings".  

Examinar las sombras de un politopo consiste en que si es 
posible hacer dibujos de sólidos 3D cuando éstos son 
proyectados sobre un plano, entonces es posible hacer dibujos o 
modelos tridimensionales de los politopos 4D cuando éstos son 
proyectados sobre un hiperplano [5].  

 
Figura 1. Proyección de un cubo sobre un plano. 

 

En el primer caso, y siguiendo la analogía presentada en 
"Flatland" [1] si un ser 3D quiere mostrar un cubo a un ser 2D 
(un “ flatlander” ), entonces el primero deberá proyectar la 
sombra del cuerpo sobre el plano en el que el flatlander habita. 
En este caso, la figura proyectada podría ser, por ejemplo, un 
cuadrado dentro de otro cuadrado (figura 1) llamada proyección 
central. 

Para el caso en que un ser 4D quisiera mostrarnos un hi-
percubo, él debe proyectar la sombra de éste sobre el espacio 
3D en que vivimos. El cuerpo proyectado podría ser un cubo 
dentro de otro cubo [9] (f igura 2) también llamada proyección 
central. Sabemos que un cubo proyectado sobre un plano es sólo 
una representación aproximada. Análogamente, el hipercubo 
proyectado sobre el espacio 3D es también una representación 
aproximada del real. 

 
Figura 2. Proyección de un hipercubo en el espacio 3D. 

 

El método de los "unravelings" consiste en que si un cubo 
puede ser desenvuelto en una cruz bidimensional compuesta por 
las seis caras que forman su frontera (figura 3) entonces, y en 
forma análoga, un hipercubo puede ser también desenvuelto en 
una cruz tridimensional compuesta por los ocho cubos que 
forman su frontera [9]. C. H. Hinton nombró a esta cruz 
tridimensional teseracto (figura 4). 
 

 
Figura 3. Desenvolvimiento de un cubo. 

 

 
Figura 4. El hipercubo desenvuelto (teseracto). 

 

Un flatlander visualizará la cruz bidimensional pero no 
tendrá la capacidad para ensamblarla nuevamente en un cubo 
(aún cuando contase con las instrucciones específicas), debido a 



que es necesaria la traslación de sus caras correspondientes en 
dirección de la tercera dimensión y la rotación alrededor de un 
eje (transformaciones físicamente imposibles en el espacio 2D). 
Pero durante el proceso de ensamblado, el flatlander sí podrá 
visualizar la proyección de las caras del cubo sobre el espacio 
2D en que habita. 

Por analogía, nosotros podremos visualizar la cruz 
tridimensional pero no tendremos la capacidad para ensamblarla 
nuevamente en un hipercubo, debido a que es necesaria la 
traslación de sus cubos frontera en dirección de la cuarta 
dimensión y la rotación alrededor de un plano (transformaciones 
físicamente imposibles en el espacio 3D). 

El análisis del hipercubo 4D es también interesante debido 
a que puede ser realizado usando el recurso de la analogía con el 
cubo y las visualizaciones descritas antes. Hilbert [7] ha 
determinado que un hipercubo está formado dieciséis vértices, 
veinticuatro caras y por ocho cubos (que también son llamados 
celdas o volúmenes). Coxeter [4] también agrega que cada cara 
es compartida por dos cubos que no se encuentran en el mismo 
espacio tridimensional dado que forman un ángulo recto a 
través de una rotación alrededor del plano de soporte de la cara 
compartida. Estas propiedades pueden ser claramente visibles a 
través de la proyección del hipercubo propuesta por Claude 
Bragdon (figura 5) (véase [11] para un análisis sobre la 
obtención de esta proyección). 
 

X

Y ZW

 
Figura 5. El hipercubo con proyección de Bragdon. 

 
2. PROBLEMA 

Kaku [9] y Banchoff [ 2] describen con detalle el modelo 
de representación del hipercubo a través de sus "unravellings" y 
mencionan la incapacidad física de un ser 3D para envolverlo 
nuevamente debido a las transformaciones que se requieren. 
Kaku [9] y Banchoff [2] también describen que si 
presenciáramos el proceso de envolvimiento, siete de los ocho 
cubos que forman la cruz desaparecerían repentinamente debido 
a que ya se han movido hacia la cuarta dimensión. Sin embargo 
no proporcionan una metodología que indique las 
transformaciones y sus parámetros necesarios para ejecutar tal 
procedimiento. A pesar de dicha incapacidad nuestra, lo que sí 
podemos es visualizar una proyección de los cubos de la 
frontera del hipercubo en nuestro espacio 3D durante su 
desenvolvimiento y ensamblado.  

Este artículo presenta un método para desenvolver al 
hipercubo y formar la cruz tridimensional (teseracto) que 
corresponde al hiperaplanamiento de su frontera (figura 6). El 
envolver el hipercubo implicará aplicar el método de manera 
inversa. Las transformaciones a aplicar incluyen rotaciones 
alrededor de planos. Dicho proceso podrá ser visualizado a 
través de un sistema de animación por computadora. 
 

3. METODOLOGÍA PARA DESENVOLVER UN 
HIPERCUBO 

En primer lugar habrán de tomarse las siguientes 
consideraciones a fin de hacer más fácil el proceso: 
�� La posición del hipercubo en el espacio 4D. 
�� Seleccionar un hiperplano (subespacio 3D inmerso en el 

hiperespacio) hacia el que los volúmenes serán dirigidos. 

�� Establecer ángulos de giro que garanticen que todos los 
volúmenes quedarán completamente inmersos en el 
hiperplano seleccionado. 

�� Durante su movimiento hacia el hiperplano seleccionado, 
todos los volúmenes deberán mantener una relación de 
adyacencia de cara con otro volumen. 

 

X-X
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-Y

Z
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X
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Figura 6. El paso del hipercubo al teseracto. 

 

La posición del hipercubo en el espacio 4D es esencial ya 
que de ella dependerán los planos de rotación alrededor de los 
cuales deberán girar los volúmenes para ser posicionados sobre 
un hiperplano. Por lo tanto se determinará que uno de los 
vértices del hipercubo coincida con el origen, que seis de sus 
caras coincidan cada una con alguno de los planos XY, YZ, ZX, 
XW, YW y ZW y que todas las coordenadas sean positivas 
(véase en [2] la metodología para obtener las coordenadas de los 
vértices del hipercubo). Las coordenadas a usar se presentan en 
la tabla 1 (cada vértice es numerado arbitrariamente). 
 

Vértice X Y Z W 
0 0 0 0 0 
1 1 0 0 0 
2 0 1 0 0 
3 1 1 0 0 
4 0 0 1 0 
5 1 0 1 0 
6 0 1 1 0 
7 1 1 1 0 
8 0 0 0 1 
9 1 0 0 1 
10 0 1 0 1 
11 1 1 0 1 
12 0 0 1 1 
13 1 0 1 1 
14 0 1 1 1 
15 1 1 1 1 

Tabla 1. Las coordenadas del hipercubo a desenvolver. 
 

Así como la posición del hipercubo en el espacio 4D tiene 
relación con los planos de rotación a utili zar, también la tendrá 
el hiperplano seleccionado sobre el que los volúmenes 
finalmente serán posicionados. Si se observan las coordenadas 
de los vértices del hipercubo, se encontrará que ocho de ellas 
presentan W=0, esto se traduce en que uno de los volúmenes del 
hipercubo (el formado por los vértices 0-1-2-3-4-5-6-7) tiene 
por hiperplano de soporte a W=0. Seleccionar el hiperplano 
W=0 es conveniente ya que uno de los volúmenes ya esta 
"naturalmente inmerso" en el espacio 3D y por lo tanto no 
requerirá transformaciones posteriores. 



 

Volumen Etiqueta y Vértices 

X

Y
Z

W

 

Volumen A 
(0-1-2-3-4-5-6-7) 

X

Y Z

W

 

Volumen B 
(0-1-2-3-8-9-10-11) 

X

Y Z

W

 

Volumen C 
(0-2-4-6-8-10-12-14) 

X

Y Z

W

 

Volumen D 
(0-1-4-5-8-9-12-13) 

X

Y Z

W

 

Volumen E 
(8-9-10-11-12-13-14-15) 

X

Y Z

W

 

Volumen F 
(4-5-6-7-12-13-14-15) 

X

Y Z

W

 

Volumen G 
(1-3-5-7-9-11-13-15) 

X

Y Z

W

 

Volumen H 
(2-3-6-7-10-11-14-15) 

Tabla 2. Los ocho volúmenes del hipercubo. 
 

Ahora también es conveniente identificar los volúmenes 
que forman al hipercubo a través de sus vértices y asignarles 
una etiqueta para futuras referencias. Hasta ahora ya se tiene un 
volumen identificado, el formado por los vértices 0-1-2-3-4-5-6-
7 y será llamado volumen A. Véase la tabla 2. 

Dado que el volumen A ya había sido descrito como 
"naturalmente inmerso" en el espacio 3D y por consiguiente no 
requerirá de transformaciones, es por lo tanto el volumen que 
ocupará la posición central de la "cruz" y será llamado en lo 
sucesivo el "volumen central" .  
 

Volumen adyacente (previo 
a la rotación), plano y 

ángulo de rotación 

Posición en el espacio 3D y 
en el teseracto después de la 

rotación  

X

Y
Z

W

 
B, XY, 90° 

X

Y Z

 
Enfrente (-Z) 

X

Y Z

W

 
C, YZ, -90° 

X

Y Z

 
Izquierda (-X) 

X

Y Z

W

 
D, ZX, 90° 

X

Y Z

 
Abajo (-Y) 

X

Y Z

W

 
F, XY, -90° 

X

Y Z

 
Atrás (+Z) 

X

Y Z

W

 
G, YZ, -90° 

X

Y Z

 
Derecha (+X) 

X

Y Z

W

 
H, ZX, -90° 

X

Y Z

 
Arriba (+Y) 

Tabla 3. Transformaciones aplicadas a los volúmenes 
adyacentes. 

 



De los volúmenes restantes, aquellos que mantengan ad-
yacencia de cara con el volumen central podrán ser rotados con 
facili dad hacia nuestro espacio 3D debido a que su plano de ro-
tación es claramente identificable. Estos volúmenes rotarán alre-
dedor del plano de soporte de la cara que compartan con el 
volumen central y serán llamados "volúmenes adyacentes", es 
decir, los volúmenes B, C, D, F, G y H. El volumen restante, E, 
será llamado "volumen satélite" y se tratará en lo sucesivo. 

Todos los volúmenes adyacentes girarán ángulos rectos, 
así se garantiza que su coordenada W sea igual a cero. Sin em-
bargo, es importante tener en cuenta su dirección de giro ya que 
de lo contrario los volúmenes podrían una vez rotados coincidir 
con el volumen central. Los planos de rotación y la dirección 
para cada volumen adyacente son presentados en la tabla 3 (en 
las imágenes se incluye también al volumen central sólo para 
referenciar la posición inicial y final del volumen considerado). 

En este punto ya tenemos a 7 de los 8 volúmenes del 
hipercubo colocados en su posición final (los volúmenes A, B, 
C, D, F, G y H). El volumen que ha de presentar la serie de 
transformaciones más compleja es el E, esto se debe a las 
siguientes dos particularidades: 
��Su hiperplano de soporte es paralelo al del volumen central, 

por lo tanto no existe ningún tipo de adyacencia con éste (de 
ahí que no fue designado como volumen adyacente). 

��De las posiciones por ocupar en la "cruz" aún falta aquella 
que corresponde al volumen más alejado del volumen central 
(en la parte inferior, según la figura 4). El volumen que 
ocupará esta posición será el E, es por esta razón por la que 
fue llamado con anterioridad volumen satélite. 

 

Posición actual Transformación 

X

Y Z

W

 

Rotación de los volú-
menes D y satélite alre-
dedor del plano ZX (90°). 

X

Y ZW

 

Volumen D en su 
posición final. Rotación 
del volumen satélite 90° 
alrededor de la cara 
compartida con el volu-
men D (plano paralelo a 
ZX). 

X

Y

-Y

Z

- W

 

Volumen satélite en su 
posición final (parte 
inferior de la cruz sobre 
el eje -Y). 

Tabla 4. Transformaciones asociadas al volumen satélite 
(volumen E). 

 

Al inicio de este artículo se menciona la necesidad de que 
los volúmenes durante su movimiento hacia el hiperplano 
seleccionado deberán mantener una relación de adyacencia de 
cara con otro volumen. Los volúmenes B, C, D, F, G y H son 
los seis que comparten una cara con el volumen central (el cual 
se mantiene estático durante todo el proceso). Para determinar 

las transformaciones que se aplicarán al volumen satélite, es 
necesario determinar con qué volumen compartirá una cara. El 
volumen central ya se encuentra descartado, y de los restantes 
cualquiera puede ser seleccionado. En este artículo, el volumen 
D será seleccionado como aquel con el que el volumen satélite 
compartirá una cara durante el hiperaplanamiento. 

Para el volumen D ya se había determinado su plano de 
rotación y la dirección correspondientes (plano ZX, 90°) que lo 
llevarán a su posición final. El volumen satélite inicialmente 
tendrá también estos parámetros de movimiento. Esta es una 
forma de asegurar que ambos volúmenes compartan la cara 
correspondiente. 

Cuando el volumen D ha finalizado sus movimientos y ha 
quedado en su posición final, el hiperplano de soporte del 
volumen satélite será perpendicular al hiperplano seleccionado 
y la cara compartida será paralela al plano ZX. El movimiento 
adicional que deberá aplicarse al volumen satélite será un giro 
de 90° alrededor del plano representado por la cara compartida. 

La serie de movimientos a ejecutar sobre el volumen 
satélite se resumen en la tabla 4 (los volúmenes central y D se 
muestran también). 

Ahora han sido determinadas las transformaciones con las 
que el hipercubo será desenvuelto. Para envolverlo sólo habrá 
que aplicar el proceso presentado de manera inversa 
(considerando que la dirección de los ángulos sea contraria a la 
usada para desenvolver). 
 

4. IMPLEMENTACIÓN 
Rotaciones en el Espacio 4D 

Banks [3] y Hollasch [8] han identificado que si en el es-
pacio 2D una rotación es dada alrededor de un punto y en el es-
pacio 3D es dada alrededor de una línea, entonces en el espacio 
4D, de manera análoga, deberá darse alrededor de un plano. 

Hollasch [8] considera que las rotaciones en el espacio 3D 
deben ser consideradas como rotaciones paralelas a un plano 2D 
en lugar de rotaciones alrededor de un eje. Hollasch [8] apoya 
esta idea considerando que dado un origen de rotación y un 
punto destino en el espacio 3D, el conjunto de todos los puntos 
rotados para una matriz de rotación dada coinciden en un solo 
plano, el cual es llamado el plano de rotación. Además, el eje de 
rotación en el espacio 3D coincide con el vector normal del 
plano de rotación. El concepto de plano de rotación es 
consistente con el espacio 2D debido a que todos los puntos 
rotados coinciden en el mismo y único plano. Finalmente, 
usando las ideas anteriores, Hollasch [8] construye las seis 
matrices de rotación 4D básicas alrededor de los planos 
principales en el espacio 4D (los planos XY, YZ, XZ, XW, YW 
y ZW) basado en el hecho de que sólo dos coordenadas cambian 
para una rotación dada (las coordenadas cambiantes correspon-
den al plano de rotación). 

Usando estas ideas, Duff in [6] generaliza el concepto de 
rotación en un espacio nD ( n � 2) como la rotación de un eje 
Xa en dirección hacia un eje Xb. El plano descrito por los ejes 
Xa y Xb es lo que Hollasch [8] definió como plano de rotación. 
Duff in [6] presenta la siguiente matriz general de rotación: 
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La matriz Rab ( )�  es una matriz identidad excepto en las 

intersecciones de las columnas a y b con los renglones a y b. 



Debido a que en el espacio nD existen C(n,2) planos 
principales, este número indica precisamente la cantidad de 
rotaciones principales (y básicas) para tal espacio. 

A partir de estos conceptos, se debe considerar que una 
rotación puede ser referenciada usando dos notaciones: usando 
los ejes que describen el plano de rotación o usando los ejes que 
describen el subespacio (n-2)D que se encuentra fijo durante la 
rotación. En este documento las rotaciones en el espacio 4D han 
sido referenciadas usando la segunda notación. 

 

Proyecciones 4D-3D-2D 
Banks [3] establece que las mismas técnicas utili zadas 

para la proyección de objetos 3D sobre planos 2D pueden ser 
aplicadas para la proyección de politopos 4D sobre hiperplanos 
3D (nuestro espacio 3D por ejemplo). Entonces se tendrá que 
una proyección paralela 4D-3D (o bien, la eliminación de la 
coordenada W de los puntos del politopo) está dada por: 

 

� � � �zyxPwzyxP ,,',,, �  
 

Una proyección perspectiva 4D-3D se define cuando el 
centro de proyección se encuentra sobre el eje W a una distancia 
pw del origen. Si el hiperplano de proyección es W = 0 entonces 
se tendrá que un punto P será proyectado como: 
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Debido a que una proyección 4D-3D producirá un 
volumen como la "sombra" de un politopo 4D, Hollasch [8] 
considera válido procesar tal volumen con alguna de las 
proyecciones 3D-2D (paralela o perspectiva) para ser 
finalmente proyectado en una pantalla de computadora. De esta 
manera, se tendrán cuatro posibles proyecciones 4D-3D-2D: 
�� Proyección Perspectiva 4D-3D - Proyección Perspectiva 3D-2D.  

�� Proyección Perspectiva 4D-3D - Proyección Paralela 3D-2D. 
�� Proyección Paralela 4D-3D - Proyección Perspectiva 3D-2D. 
�� Proyección Paralela 4D-3D - Proyección Paralela 3D-2D. 
Por ejemplo, el hipercubo presentado en la Figura 1 tiene apli -
cadas las proyecciones perspectiva 4D-3D y perspectiva 3D-2D. 
 

5. RESULTADOS 
En la Tabla 5 se presentan algunas fases de la secuencia 

del desenvolvimiento del hipercubo. En las imágenes 1 a 6 las 
rotaciones aplicadas son �0°, �15°, �30°, �45°, �60° y �75° (el 
sentido de la rotación depende del volumen adyacente). En la 
imagen 7, la rotación aplicada es �82°; el volumen satélite se 
aprecia como un plano -un efecto producido por la proyección 
4D-3D aquí seleccionada. En la imagen 8, la rotación aplicada 
es �90°; los volúmenes adyacentes finalizan sus movimientos. 
En las imágenes 9 a 14, el volumen satélite se mueve indepen-
dientemente y las rotaciones aplicadas respectivamente son 
+15°, +30°, +45°, +60°, +75° y +90°. 
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Tabla 5. Desenvolviendo al Hipercubo 4D (véase el texto para los detalles). 
 



Actualmente, el resultado obtenido en esta investigación 
es usado eficazmente como material didáctico en la Universidad 
de las Américas - Puebla, México. 
 

6. TRABAJO FUTURO 
Observando los unravelings para un cuadrado (un cubo 

2D), el cubo y el hipercubo 4D; podemos generalizar al hiper-
teseracto n-dimensional (n�1) como el resultado del desenvol-
vimiento de un hipercubo (n+1)-dimensional con las siguientes 
propiedades: 
�� El   hipercubo   (n+1)-dimensional   tendrá   2(n+1)   celdas 

n-dimensionales sobre su frontera. 
�� Una celda central permanecerá estática durante el proceso de 

desenvolvimiento / envolvimiento. 
�� 2(n+1)-2 celdas serán adyacentes a la celda central. Todas las 

celdas compartirán una celda (n-1)-dimensional con la celda 
central. 

�� Una celda satélite no será adyacente a la celda central debido 
a que sus hiperplanos de soporte son paralelos. Ésta será ad-
yacente a cualquiera de las celdas adyacentes (compartirá una 
celda (n-1)-dimensional con la celda adyacente seleccionada). 

�� Todas las celdas adyacentes y satélite durante el proceso de 
desenvolvimiento / envolvimiento rotarán �90° alrededor del 
hiperplano de soporte de las celdas (n-1)-dimensionales 
compartidas. 

Por ejemplo, el hiper-teseracto 4D es el resultado del 
desenvolvimiento de un hipercubo 5D. El hiper-teseracto 4D 
estará compuesto por 10 hiper-volúmenes, uno de ellos será el 
hiper-volumen central (estático), ocho serán adyacentes al 
hiper-volumen central (comparten un volumen) y el último será 
el hiper-volumen satélite (éste comparte un volumen con 
cualquiera de los volúmenes adyacentes). Véase la Figura 7. 
Los hiper-volumenes adyacentes y satélite rotarán alrededor de 
un volumen o un hiperplano durante el proceso de desenvolvi-
miento / envolvimiento. 
 

 
Figura 7. Las posibles relaciones de adyacencia entre el hiper-

volumen central y los hiper-volúmenes adyacentes y satélite que 
formarán al hiper-teseracto 4D. 

 

En este trabajo se ha propuesto un método para el 
desenvolvimiento del hipercubo 4D y obtención del teseracto. 
También se ha propuesto una generalización para describir las 
propiedades del hiper-teseracto n-dimensional, el resultado del 
desenvolvimiento de un hipercubo (n+1)-dimensional. En el 
espacio 5D las rotaciones tienen lugar alrededor de un volumen, 
mientras que en el espacio 6D tienen lugar alrededor de un 
hiper-volumen y así sucesivamente. Esta es una de las 
direcciones a seguir en nuestra investigación a fin de obtener los 
parámetros necesarios para llevar a efecto el desenvolvimiento 
del hipercubo 5D. Además, otra dirección a seguir tiene relación 
con las rotaciones alrededor de planos arbitrarios en el espacio 
4D (análogamente a las rotaciones alrededor de ejes arbitrarios 
en el espacio 3D). Al definir los procedimientos necesarios para 
la rotación alrededor de planos arbitrarios, la posición del 
hipercubo, en el espacio 4D, puede no ser relevante. 
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